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Formy rézniczkowe w termodynamice

W procesach rownowagowych (kwazistatycznych) infinitezymalna zmiana wielkosci
termodynamicznej wyraza si¢ przez liniowa forme¢ rézniczkowa, nazywang formg Pfaffa:

dF = Zn: Xi(xl, ,xn)dxi
i=1

gdzie Xi(xl, e

dx. — sg rozniczkami parametrow uktadu.
l

xn) — sg funkcjami parametrow uktadu x;

Zmiana wielkosci F' w procesie kwazistatycznym jest rowna catce krzywoliniowe;:
AF=[dF=[Y X.dx,
C Cc i

gdzie C jest drogg (w przestrzeni x, ... , X,,), po ktorej przebiega proces.
Wartosc¢ tej catki zalezy na ogot od drogi przejscia pomiedzy danym stanem poczatkowym
1 koncowym.
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Forma Pfaffa moze by¢ rozniczka zupekna:

dF:Z Xi(xl, ,xn)dxi
i=1
Warunkiem (koniecznym 1 wystarczajagcym) tego jest, aby dla kazdej pary wskaznikow i, k
spetnione byty rownania (kryterium Eulera):
0X. 0X,
ox, B ox;

Roézniczka zupelna wyraza nieskonczenie maty przyrost pewnej funkcji F (xl y e xn)

dF:de1+...+de
0X ox "

1 n

Funkcje X; sg pochodnymi czastkowymi funkcji F°
oF
X. =
' Ox,
Kryterium Eulera wynika z rownosci:

0 0F 0 OF
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Wartos¢ catki krzywoliniowej z rozniczki zupetne;j jest rowna rdéznicy wartosci funkcji rozniczkowane;j
w stanie koncowym (B) 1 stanie poczatkowym (A):

AF= [ dF = F(B)-F(A).

Nie zalezy ona od wyboru drogi catkowania pomigedzy punktami 4 1 B.

2\ [dr=[ dF=F(B-F|(A X; | $ dF=0
C, C, C
B
C;
c, A=B
A C
B X1 —— xl

Funkcja F (xl, O ) zalezy wyltacznie od stanu w jakim znajduje si¢ uktad, a zatem

jest funkcjg stanu.

n



Niektore sposrod form rozniczkowych nie bedacych rézniczka zupelng posiadajg
tzw. czynnik catkujacy. Czynnikiem catkujacym jest taka funkcja G, ze jezeli pomnozymy
przez nig dang forme rézniczkowa dF, to uzyskamy roézniczke zupeing pewnej funkcji U:

G(xl, ,xn)dFZG(xl,... ,xn)i Xi(xl, ,xn)dxiZdU(xl, ,xn).
i=1

Kazda forma rézniczkowa dwdch zmiennych (n = 2) posiada czynnik catkujacy.
Korzystajac z kryterium Eulera mozna pokazac, ze spetnia on rownanie:

olnG _x olnG _ 0X, B 0X,

2 3 x, 1 5 x, ox, o0x, (¢wiczenia).

X



Energia wewnetrzna

Energi¢ wewnetrzng U uktadu, definiujemy jako sume catkowitej energii kinetycznej sktadnikdw
uktadu 1 calkowitej energii potencjalnej ich wzajemnego oddziatywania. Energi¢ kinetyczng
obliczamy w ukltadzie srodka masy uktadu.

Energia wewnetrzna ma w petni okreslong wartos¢ dla kazdego stanu uktadu, a zatem jest funkcja
stanu 1 jej elementarna (infinitezymalna) zmiana wyraza si¢ r6zniczka zupetng dU.

Jesli pominiemy oddziatywania dtugozasiegowe (grawitacyjne lub kulombowskie) oraz efekty
powierzchniowe, to energia wewngetrzna uktadu jednorodnego jest proporcjonalna do jego masy,
czyli jest wielkoscig ekstensywna.

W przypadku gazu doskonatego, przy braku oddziatywan pomiedzy czgstkami, energia
wewnetrzna jest rowna catkowitej energii kinetycznej punktowych czgstek. Stosujgc metody
fizyki statystycznej mozna pokazac, ze Srednia energia kinetyczna czastki jest rowna

(B,)= kT

gdzie k jest stalg Boltzmanna.
Zatem energia wewnetrzna gazu doskonatego wynosi

3 3
U= nNA<Ek>:2nNAkT:2nRT.

U\ _
oV

Jest to zgodne z wynikiem doswiadczenia Joule'a pokazujacym, ze przy adiabatycznym rozprezaniu
gazu doskonatego do prozni, temperatura gazu nie ulega zmianie.

Przy n = const zalezy ona wylacznie od temperatury. Nie zalezy od objetosci gazu, ( =
T,n



Praca makroskopowa

Elementarna praca makroskopowa, czyli praca, ktorg nalezy wykonac¢ nad uktadem aby
uzyskac infinitezymalng zmiane jego parametrow, jest okreslona formg rozniczkowg

Welzzfidxi

gdzie wspotczynniki f; zaleza na ogoét nie tylko od parametréw uktadu x;.

W procesach kwazistatycznych elementarna praca wyrazona jest forma Pfaffa
dW= Z fi(xl, ,xn)dxi

gdzie f; sg funkcjami parametrow uktadu.
Wielkos¢ f; jest uogdlniong sitg (parametr intensywny) odpowiadajgca wspotrzednej
uogolnionej x; (parametr ekstensywny).

Przyjmujemy konwencjg, ze praca wykonana na uktadzie ma znak dodatni. Na przyktad,
przy sprezaniu gazu sity zewnetrzne wykonujg prace na uktadzie, a zatem dW > 0.
Przy rozprezaniu gazu dWW < 0 (prace wykonuje uktad).



Praca objetosciowa

W procesie kwazistatycznym elementarna praca
zwigzana ze zmiang objetosci uktadu wynosi

dW=—-pdV.

Przy zmianie objetosci od V; do V, wykonywana
jest praca

Zalezy ona od drogi przejscia od danego stanu
poczatkowego I do stanu koncowego 2,
okreslonej przez posta¢ funkcji p (V).

p,V

dx F=

E«

pA

A — powierzchnia ttoka

dW=Fdx=pAdx=—pdV

ri

P

Vi V, V

Pole powierzchni = |A W|



Praca nieobjetosciowa

Przy zwigkszaniu powierzchni cieczy o dA4 sity zewnetrzne wykonujg prace

dW=0dA

gdzie o jest napieciem powierzchniowym.

Elementarna praca, ktorg wykonuje zewnetrzne pole elektryczne E przy polaryzacji
dielektryka wynosi

dW=E-dP
gdzie P jest wektorem polaryzacji dielektryka.

Podczas namagnesowania magnetyka umieszczonego w polu magnetycznym B
dW=B-dM
gdzie M jest polaryzacja magnetyczna.



Pierwsza zasada termodynamiki

Jest to zasada zachowania energii w uktadach termodynamicznych.

Postuluje ona istnienie funkcji stanu, nazywanej energia wewnetrzng (U), ktora jest
wielkoscig ekstensywna, a jej rozniczka zupelna rowna jest elementarnej pracy makroskopowej
wykonanej na ukladzie zamkni¢tym adiabatycznie:

dU = (Wel)ad.

Jezeli proces nie przebiega adiabatycznie to powyzsza rOwnos¢ nie jest spetniona.
Aby spetniona byla zasada zachowania energii musi istnie€ inny niz praca sposob przekazywania
energii do uktadu zamknietego

dU-W_ =@Q,,.

Wielkos¢ O nazywamy cieptem, a powyzszy wzor jest jego definicja.




Ciepto

Ciepto oznacza energi¢ przekazywang do zamknigtego uktadu termodynamicznego w sposob
inny niz praca makroskopowa.

Ciepto jest to energia przekazywana przez granic¢ danego uktadu do innego uktadu
(lub otoczenia) na skutek roznicy temperatur pomiedzy nimi.

Elementarne ciepto przekazywane do uktadu Q,, wyraza si¢ w procesach kwazistatycznych
przez forme Pfaffa:

Q,=de
Podobnie jak dla pracy, stosujemy konwencje znakow:

@,,> 0 uktad pobiera ciepto z otoczenia

@,<0 uktad oddaje ciepto do otoczenia.

Jednostkami pracy i ciepla sg jednostki energii ([J] w uktadzie SI).
W przypadku ciepta uzywang jeszcze jednostka jest kaloria: 1 [cal] =4.1868 [J].



Sposoby przekazu ciepta

* Przewodzenie ciepla

Przekazywanie energii w postaci ciepta odbywa si¢ w skali atomowej, w wyniku zderzen
pomiedzy czgstkami z uktadow bedacych we wzajemnym kontakcie termicznym.

Jest to transfer energii z substancji o bardziej energetycznych czasteczkach (wyzszej temperaturze)
do substancji sgsiednich o mniej energetycznych czasteczkach w wyniku oddziatywan miedzy
czastkami. Przewodnictwo moze mie¢ miejsce w ciatach statych, cieczach lub gazach.

W gazach i cieczach, przewodzenie jest spowodowane zderzeniami czasteczek podczas ich ruchu.
W cialach statych zwigzane jest z drganiami czasteczek w sieciach oraz transportem energii przez
wolne elektrony.

* Konwekcja

Przenoszenie energii w cieczach 1 gazach nie na skutek ruchu pojedynczych czasteczek, a w
wyniku ruchu makroskopowych ilosci substancji (ruchu kolektywnego/strumienia czgstek).

* Promieniowanie

Przekaz energii za posrednictwem fal elektromagnetycznych (fotonow). Przyktadem jest
ogrzewanie Ziemi przez Stonce.



Pierwsza zasada termodynamiki — procesy kwazistatyczne

Zgodnie z pierwszg zasada termodynamiki, dla uktadu zamknigtego

dU = Qel+ Wel.

W szczegdlnosci, dla uktadu izolowanego dU = 0, czyli energia wewnetrzna nie zmienia sie.

W procesach kwazistatycznych

dU=dQ+dW
dU=dQ— pdV+dW

gdzie W oznacza prace¢ nieobjetosciowy.
Poniewaz praca elementarna nie jest rozniczkg zupetng, nie jest nig rowniez ciepto elementarne.

Jezeli nie zaznaczymy inaczej, w dalszych rozwazaniach zajmowac si¢ bedziemy procesami
kwazistatycznymi w uktadach zamknietych przy braku pracy nieobjetosciowej, dla ktorych

dU=dQ— pdV .



Entalpia

Entalpia, ktorg oznaczamy przez H, jest funkcjg stanu zdefiniowang jako
H=U+pV.

Podobnie jak energia wewnetrzna U jest ona wielkoscig ekstensywna.

W postaci rozniczkowej

dH =dU + d(pV|
dH=dU+ pdV+ Vdp.

Pierwsza zasada termodynamiki

dU=dQ— pdV
dH=dQ+Vdp.



PojemnosSc cieplna i ciepto wlasciwe

Miarg pojemnosci cieplnej jest 110$¢ ciepta potrzebna do zwigkszenia temperatury ciata

o jeden kelwin. Pojemnos¢ cieplna jest wielkoscig ekstensywna.

Pojemnos¢ cieplng substancji o jednostkowej masie nazywamy cieplem wlasciwym.
Pojemnosc cieplna jednego mola substancji nazywana jest molowym cieplem wlasciwym.

Pojemnos¢ cieplna zalezy od temperatury oraz od warunkoéw, w jakich dostarczane jest ciepto.
Dlatego jej precyzyjna definicja powinna mie¢ posta¢ rozniczkowg ze specyfikacja sposobu
dostarczania ciepta.

Pojemnosc¢ cieplng przy statych parametrach x definiujemy nastepujaco

cz(dQ).
<\ dT |,

Definicja ta ma sens gdy elementarne ciepto przy statym x jest r6zniczka zupetna.

W przeciwnym razie ilos¢ ciepta potrzebna do ogrzania uktadu o dT zalezataby od drogi
po jakiej przebiega proces 1 definicja bytaby niejednoznaczna. Inacze; méwigc, wymagamy
aby pojemnos$¢ cieplna byta funkcja stanu.



Pojemnosci cieplne przy statej objetosci i staltym ciSnieniu

Korzystajac z pierwszej zasady termodynamiki mozna tatwo pokazac, ze elementarne ciepto
jest rézniczka zupetng gdy objetos¢ uktadu jest stata lub gdy cisnienie jest stale. Mozemy wigc
jednoznacznie zdefiniowac pojemnos¢ cieplng przy statej objetosci oraz pojemnos¢ cieplng
przy statym ci$nieniu.

Jezeli V= const, czylidV=0 to

dQ=dU+ pdV=dU

a zatem pojemnos¢ cieplna przy statej objetosci zdefiniowana jest wzorem

o.-[(2U)
oT |,

Dla p = const, czyli dp =0 otrzymujemy
dQQ=dH—-Vdp=dH

czyli pojemnos$¢ cieplna przy stalym cisnieniu jest okreslona jako

c =21
»~lor ),



Zwigzek pomiedzy pojemnosciami cieplnymi

Rozwazamy uktad charakteryzowany przez parametry p, V, 7. Sg one zwigzane ze sobg przez
rOwnanie stanu, a zatem tylko dwa z nich sg zmiennymi niezaleznymi. Wybierajac jako parametry
niezalezne V, T mozemy energi¢ wewngetrzng zapisac jako

U= U(T,V), a jej rozniczke zupelna JU = ou dT + ou A
oT |y oV |p
Zgodnie z pierwszg zasadg termodynamiki
oU oU
dQ=dU+ pdV=|—-|dT+|p+| | |[dV.
oT |y oV |r
Uwzgledniajac definicje pojemnosci cieplnej przy statej objetosci
oU
dQ=C,dT+|p+| | |[dV.
Q=0Cy PH oy )T]
Pojemnos¢ cieplng przy statym parametrze x mozemy wyrazi¢ jako
d
C:Q:CV+p+aU aV.
*\dT |/, oV |p|\oT |,

Jesli wybierzemy jako parametr staly cisnienie to

C:CV+p—I—@ ov :
b oV |p|\oT |,




Zwiazek pomiedzy C, i Cv dla gazu doskonatego

Ogolnie
oU oV
C=C,+|p+t|l | |zl -
P oV )r|\oT |,
Energia wewnetrzna gazu doskonalego nie zalezy od objetosci (przy T = const) czyli
ovy _o
oV /r
Z réwnania stanu
=" RT
p
ovy) _nk
oT /), p
W rezultacie
Cp =C,+nR.

Powyzszy zwigzek nazywa si¢ rownaniem Mayera.



Klasyczna teoria ciepta wlasciwego

Klasyczna teoria ciepta wlasciwego opiera si¢ na zasadzie ekwipartycji energii (Boltzmann).

Zasada ekwipartycji energii glosi, ze srednia energia kinetyczna przypadajgca na jeden stopien
swobody uktadu, znajdujacego sie w stanie rOwnowagi termodynamicznej, wynosi k77/2.

Srednia energia przypadajaca na jeden stopien swobody oscylacji (jednowymiarowy oscylator
harmoniczny) wynosi k7T, poniewaz jest sumg sredniej energii kinetycznej (k77/2)
1 Sredniej energii potencjalnej (k77/2).

Zasade ekwipartycji energii formuluje sie tez tak, ze na kazdy stopien swobody ruchu postepowego
oraz obrotowego przypada srednia energia £7/2, a na kazdy stopien swobody oscylacji (drgan)
energia k7.

Zasade ekwipartycji energii mozna wyprowadzi¢ w ramach klasycznej fizyki statystyczne;:
jezeli uktad znajduje si¢ w stanie rownowagi, to kazdy niezalezny wyraz we wzorze na energi¢
(hamiltonian) zawierajacy kwadrat pedu lub wspotrzednej ma te sama Srednig rownag A77/2.



Ciepto wlasciwe gazu doskonatego

Rozwazamy gaz doskonaty (brak oddziatywania pomig¢dzy punktowymi czastkami) znajdujacy sie
w stanie rownowagi termodynamicznej, dla ktorego rOwnanie stanu ma postac¢ pV = nRT.

Punktowa czastka posiada trzy stopnie swobody ruchu postepowego. Zgodnie z zasadg ekwipartyc;ji
energii, Srednia energia czastki wynosi 3/2 kT, a zatem energia wewnetrzna jednego mola gazu

U =2N kT=5RT
m 2 2

Molowe ciepto wlasciwe

ou,.\ s 5 C 5
— ="R, C =C, +R="R, y= 2=7".
oT |, 2 p,m m 2 C, 3

V.m

Powyzsze wartosci bardzo dobrze zgadzajg si¢ z danymi doswiadczalnymi dla gazow
jednoatomowych (np. gazy szlachetne, pary metali) w warunkach zblizonych do normalnych.

Gaz Com/R
Ar 2.50
Ne 2.50
N, 3.50
0O, 3.53
H> 3.59
Para H,O (100°C) 4.37
Amoniak 4.29 Cisnienie atmosferyczne,
Benzen 083 temperatura 25°C.




Ciepto wtasciwe gazu dwuatomowego

W najprostszym modelu gazu dwuatomowego, czasteczke traktujemy jako dwie zwigzane ze sobg
masy punktowe. Podobnie jak dla gazu doskonatego przyjmujemy, ze czasteczki gazu nie oddziatujg
miedzy sobg. Taki gaz nazywany jest niekiedy gazem doskonalym dwuatomowym.

Czasteczka dwuatomowa moze poruszac si¢ jako calos¢ ruchem postgpowym (3 stopnie swobody),
wykonywac¢ obrot (2 stopnie swobody) oraz oscylacje wzdtuz linii tgczacej atomy. Zatem jej Srednia
energia catkowita wynosi

E)=3 kT +2 kT +kT="kT
2 2 2

1 otrzymujemy

U =" RT
no9
7
CV,m: gR
9
C C, +R=—R
D, V.m 9



Ciepto wtasciwe gazu dwuatomowego

Eksperymentalne wartosci ciepta wlasciwego gazow dwuatomowych sg na ogot mniejsze niz
przewidywana wartos¢ Cy,,, = 7/2R 1 zaleza od temperatury. Na przyktad, dla wodoru H, w niskie;

temperaturze (rzedu 50 K) Cj,,, wynosi 3/2R, w temperaturze pokojowej 5/2 R, a w bardzo wysokie]
temperaturze (~10* K) staje sie rowne 7/2 R. W niskich temperaturach czasteczka zachowuje sie jak

czastka punktowa (3 stopnie swobody ruchu postgpowego). Powyzej temperatury charakterystycznej
dla ruchu obrotowego 7,,, , czasteczka moze wykonywac dodatkowo ruch obrotowy (+2 stopnie),

a w bardzo wysokich temperaturach 7> 7,,. dochodzg jeszcze oscylacje atomow.
Efekt ,,wylaczania” poszczegodlnych stopni swobody czasteczki przy malejgcej temperaturze

znajduje wyjasnienie w fizyce kwantowe;.

Energie ruchdw obrotowego i drgajacego s3
skwantowane (widmo dyskretne):

* dla ruchu obrotowego
2

_ _ K
El_211(1+1), = T,=,5

[=0,1,2... Temperatura rotacji

* dla oscylacji

1
n+—

o fw, D T, =holk

n=0,1,2... Temperatura oscylacji

E =

7/2 4

5/2 A

3/2 +

obr 0SsC




Energia rotacji Energia oscylacji

7> 1
E,="_1(l+1] E =|n+- |hw
21 n 2
[=7 n=72
6
1
5
kTOSC
h —
3 0
2
1 kTobr

Prawdopodobienstwo
(rozktad Boltzmanna)

P(E

|~ exp

Gaz T, obr [K] T, osc [K]
N, 2.86 3340
o, 2.09 2260
H> 85.5 6140




Ciepto wlasciwe gazow wieloatomowych

Ogolnie, czasteczka sktadajaca sie z N atomow posiada 3N stopni swobody, poniewaz kazdy atom
wnosi wktad 3 stopni swobody. Sposrod wszystkich 3N stopni swobody, 3 stopnie przypadaja
na ruch postepowy czasteczki (ruch srodka masy), a pozostate 3/N-3 stopni na rotacje 1 oscylacje.

Jezeli czasteczka jest liniowa, czyli gdy atomy sg rozmieszczone na jednej prostej (np. czasteczka
dwuatomowa, CO,, N,O ) to na rotacje przypadajg 2 stopnie swobody, a na oscylacje 3N-5 stopni.

Srednia energia catkowita takiej czasteczki wynosi zatem

:62\;—5kT [ Cv,m:6N_5R

<E>:3ékT+2 %kT+(3N—5)kT

W przypadku czgsteczki nieliniowej (np. H,O, SO, ) na rotacj¢ przypadaja 3 stopnie swobody,
a na oscylacje 3N-6 stopni. Otrzymujemy

E)=3 kT+3 kT +(3N-6)kT=3(N-1|kT ==  C. =3(N—1|R
2 2 vom

Powyzsze przewidywania odnoszg si¢ do bardzo wysokich temperatur 7>> 7, . >> T, .

Dla gazo6w doskonatych jednoatomowych 1 wieloatomowych (brak oddzialywan pomigdzy czastkami)
stosuje si¢ to samo rownanie stanu pV' = nRT oraz rOwnanie Mayera C, ,, = Cy,,,, + R.



Ciepto wtasciwe ciat statych

W ciatach statych atomy oscylujg wokot pewnych ustalonych w przestrzeni potozen rownowagi.
Kazdy atom ma trzy oscylacyjne stopnie swobody. W klasycznym opisie, stosujagcym zasade
ekwipartycji energii, Srednia energia atomu zwigzana z tymi oscylacjami wynosi 3 k7, a zatem

molowe ciepto wlasciwe jest rowne

C,,=3R.

Dla wielu cial stalych w temperaturach
pokojowych 1 wyzszych, ciepto wlasciwe

jest w przyblizeniu jednakowe, zgodnie z
powyzszym wzorem (prawo Dulonga-Petita).
W zakresie niskich temperatur ciepto wlasciwe
maleje wraz z obnizaniem si¢ temperatury.
Przyczyng tego sg efekty kwantowe.
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