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Rownanie stanu

Roéwnanie stanu — zaleznos¢ funkcyjna pomiedzy parametrami stanu uktadu bedacego
w rownowadze termodynamiczne;j.

Jesli jednorodna 1 izotropowa substancja w nieobecnosci pol zewnetrznych znajduje si¢
w stanie rOwnowagi termodynamicznej, to istnieje zwiazek pomig¢dzy ciSnieniem p,
temperatura T oraz obj¢toscia V, czyli

flp,V,T|=0.

Rownanie stanu tego rodzaju nazywane jest termicznym rOwnaniem stanu.



Z faktu istnienia rownania stanu f(V,T, p) = 0 wynikaja nastepujace zwiazki
pomiedzy pochodnymi:
(av)(aT op| _
oT |,\0p|y\0V |r
oraz
ovy _(eT| ™" [T _[op| " [op| _[oV| ™
oT |, \oV ), oply \oT |y oV iy \oply
Definiujemy:
, e . L 1[0V
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wspotczynnik temperaturowy ciSnienia: B="|
p\oT )y
. c s oesve s e . . 1[0V
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Korzystajac z powyzszych definicji oraz zwiazkéw pomig¢dzy pochodnymi otrzymujemy:

X=BKp

(¢wiczenia)




Rownanie stanu gazu doskonatego

Gaz doskonaly (idealny) — abstrakcyjny uktad ztozony z punktowych czastek materialnych,
pomiedzy ktorymi nie ma oddzialywan na odlegtos¢ 1 ktore zderzaja si¢ ze soba doskonale
sprezyscie (tak jak sprezyste kule).

Zderzenia pomiedzy czastkami sa niezbedne do wytworzenia stanu rownowagi
termodynamicznej w uktadzie.

Wiasnosci zblizone do gazu doskonatego maja gazy rozrzedzone, w ktérych energia
oddzialywania czastek jest zaniedbywalnie mata w poréwnaniu z ich energia kinetyczna.

Rownanie stanu gazu doskonalego zostato sformutowane w 1834 roku przez francuskiego
fizyka Emile Clapeyrona jako uogdlnienie empirycznych praw:

prawa Boyle—Mariottea (pV=const, gdy T=const) oraz

prawa Gay—Lussaca (V/T=const, gdy p=const).

Zostalo takze wyprowadzone w ramach kinetycznej teorii gazow przez Augusta Kroniga
w 1856 roku oraz niezaleznie przez Rudolfa Clausiusa w 1857 r.



Rownanie stanu gazu doskonatego

Rownanie stanu gazu doskonatego |
(réwnanie Clapeyrona): D

pV=nRT

lub
pV_=RT

gdzie:  n —liczba moli gazu
p — cisnienie
V — objetos¢
T — temperatura bezwzgledna,
V., = Vin — objetos¢ molowa, m
R — uniwersalna stata gazowa. Izotermy gazu doskonatego:
hiperbole pV,, = RT = const
w plaszczyznie p-V.

R =8.31451 J.K ! mol'!



Termometr gazowy

Temperatur¢ termodynamiczng (w skali Kelvina) mozna wyznaczac przy pomocy termometru
gazowego na podstawie rOwnania stanu gazu doskonatego

1
T=—"- Vv
nRhm(p )

gdzie p oznacza gestosSC gazu.

W granicy p — 0 gazy rzeczywiste stajq si¢ gazami doskonatymi.

T“

Pomiary termometrem gazowym mozna wykonywac przy statym cisnieniu lub przy stalej objetosci.
Jesli p = const to parametrem termometrycznym jest objetoS¢ gazu i dla gazu rozrzedzonego V o< T.

Gdy V = const parametrem termometrycznym jest ciSnienie p o< T.



Mieszanina gazow doskonatych

Prawo ciSnien czastkowych — Prawo Daltona (1801)

Cisnienie mieszaniny gazoéw doskonatych nie reagujacych ze soba jest rOwne sumie cisnien
wywieranych przez poszczegolne sktadniki mieszaniny (ciSnien czastkowych):

p=2.p,

gdzie p, jest ciSnieniem sktadnika i — ciSnienie takie wywieralby ten sktadnik gdyby zostat

umieszczony osobno w tych samych warunkach objetosci 1 temperatury:

i g
pi_v

gdzie n, jest liczba moli sktadnika i.

Poniewaz liczba moli mieszaniny n = Z n, otrzymujemy:

1

n. 1 n
= — RT = —RT =—RT =
szl lZV % Z” % P



Rownania stanu gazow rzeczywistych

W gazach rzeczywistych wystepuje oddziatywanie pomiedzy Sity van der Waalsa
czastkami (sity van der Waalsa). Obserwujemy odstepstwa od A
rOwnania Clapeyrona: E
pv,, P E =2 _8
=1, p 12 6
RT r r
ktére mozna opisa¢ w postaci tzw. rozwiniecia wirialnego :
rOwnania stanu gazow rzeczywistych: \ "
v, B|T| c|T| D|T|
=1+ + + + ... : :
RT vV \%&i Ve przyciaganie
lub " " |
pV ~0.3-0.4nm
"=1+B'|T|p+C'|T|p*+D'|T|p’+...
RT Energia potencjalna oddziatywa-
gdzie B(T), C(T), ... B(T), C(T), ... sa wspétczynnikami nia dwéch czastek w funkcji ich

wirialnymi bedacymi funkcja temperatury. wzajemnej odlegtosci.

Wspotczynniki te mozna wyznacza¢ doswiadczalnie

lub oblicza¢ metodami fizyki statystycznej na podstawie
zatozen o oddziatywaniach pomigedzy czastkami gazu.
Rozwiniecie wirialne stanowi najogdlniejsza postaé
rOwnania stanu gazow rzeczywistych.



Odchylenia wlasnosci gazéw rzeczywistych od gazu doskonatego
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Gazy takie jak np. wodor, tlen, azot oraz gazy szlachetne w warunkach normalnych

moga by¢ traktowane z dostatecznie duza dokltadnoscia jako gazy doskonate.
Na przyktad, dla powietrza przy ciSnieniu atmosferycznym, wartosci pV,, /R
0.9809 dla 7= 100 K oraz 1.00034 dla 7= 500 K.

T wynosza:



Rownanie van der Waalsa

W 1873 roku van der Waals zapronowat

rOwnanie stanu gazow rzeczywistych w postaci:

lub

a

V2

m

P+

\V—nb|=nRT

V,,—b|=RT

gdzie a 1 b sa parametrami empirycznymi,

wyznaczanymi dla danego gazu.

Substancja a [Nm*mol?] b [m>mol™']
He 0.34 - 1072 23.4-10°°
H, 2.48 - 107 26.6 - 107°
Ar 13.2 - 1072 30.3 - 10°
o, 13.8 - 1072 32.6-10°°
N, 13.6 - 107 38.5-10°
CO, 40.1 - 107 42.7 - 10°°
H,0O 54.8 - 1072 30.5- 10

Johannes Diderik van der Waals (1837-1923)
fizyk holenderski

Nagroda Nobla z fizyki w 1910 za badania
rOwnania stanu gazow 1 cieczy rzeczywistych.



Rownanie van der Waalsa

Rownanie van der Waalsa wprowadza dwie poprawki do rOwnania stanu gazu doskonatego:

a
p+V2

m

(Vm—b):RT

Poprawka do objetosci zwiazana jest ze skoniczonymi rozmiarami czastek gazu (silnym
odpychaniem na matych odlegtosciach). Stata b interpretujemy jako efektywna objetos¢ molowa
zajmowang przez same czastki. Jest to objetos¢ niedostepna dla ruchu czastek. Mozna pokazac,
ze jezeli potraktujemy czastki gazu jako twarde kulki, kazda o objetosci Q, to caltkowita
objetos¢ niedostepna dla ich ruchu w jednym molu gazu wynosi b = 4QN,.

Poprawka do ciSnienia jest zwigzana z sitami przyciagania dziatajacymi pomiedzy czastkami
na wigkszych odlegtosciach. Odpowiada ona dodatkowemu ciSnieniu wewngtrznemu, ktore
jest proporcjonalne do kwadratu gestosci gazu, czyli odwrotnie proporcjonalne do kwadratu
objetosci V,,. Wspotczynnik proporcjonalnosci a > 0 okresla efektywna wielkos¢ oddziatywan

przyciagajacych.

Dla gazéw silnie rozrzedzonych objetos¢ V,, przyjmuje duze wartosci 1 poprawki staja si¢ mato
znaczace — mozemy stosowac z dobrym przyblizeniem réwnanie stanu gazu doskonatego.



Wirialna postac¢ rownania van der Waalsa

Przeksztatcajac rownanie van der Waalsa

p+% V,-b|=RT

otrzymujemy kolejno: oV — pb+ a ab — RT
me_ _a ab l—i -
RT V_RT V?n RT vV

Rozwijajac w szereg

-1 2 3
1_”) S5 LA

V V " V? " %4
m m m m

a nastepnie mnozac wyrazenia w nawiasach 1 grupujac wyrazy zawierajace te same potegi

objetosci otrzymamy ostatecznie:

pV
e _a e o Ly
RT . Vm Ve
Pierwsze trzy wspotczynniki wirialne wynosza:
BIT)=b- ", cC|T|=b?, DI|T|=b".

RT



Izotermy van der Waalsa

Dla pewnej temperatury, nazywanej temperaturg Krytyczng,
izoterma w plaszczyznie p -V posiada punkt przegiecia
spelniajacy warunki: 0
o"p
— 9 — O .
T 6Vm T

Punkt ten jest nazywany punktem krytycznym.

Wartosci parametréw w punkcie krytycznym mozna obliczy¢
korzystajac z rOwnania stanu 1 powyzszych warunkow.

Dla réwnania stanu van der Waalsa parametry krytyczne
WYyNnosza:

Oop
oV

8 a
temperatura krytyczna — T = 277@
A a
ciSnienie krytyczne — p,= 5
27b

molowa objetos¢ krytyczna — mG =3b

State a, b, R wyrazone przez parametry krytyczne:

8pk mk
b=V _ /3, =3p V2 , R=— )
mk a k-~ mk 3 Tk

. p m » . .
Wielkos¢ k__mk nazywamy wspotczynnikiem krytycznym.
k
Jego warto$¢ wynosi 3/8 = 0.375 (dla wszystkich substancji).

Pk

K — punkt krytyczny

Vi

T>T,
T - Tk
T<T,
-
mG Vm
Rownanie izotermy:
RT a
p= — 5 T = const
V -b V?
m



p P
K — punkt krytyczny
ciecz
T>T,
: T=T, ciecz+ . para T=T
e T< T, / paranasycona T '
V. Vi

Gazy rzeczywiste przy odpowiednio niskiej temperaturze 1 wysokim cisnieniu ulegaja skraplaniu przechodzac

do fazy ciektej. Rownanie van der Waalsa obejmuje swym opisem nie tylko faz¢ gazowa substancji ale takze jej

faze ciekta. Dla temperatur wigkszych od temperatury krytycznej substancja moze znajdowac si¢ wytacznie

w fazie gazowej. [zotermy dla T > T sa monotoniczne, a ze wzrostem temperatury zblizaja si¢ do postaci
hiperboliczne;.

Dla T < T} fragment izotermy (C-D) posiada dodatnie nachylenie (uyjemny wspotczynnik SciSliwosci izotermicznej).
Odpowiadajace mu stany uktadu sa niestabilne mechanicznie — fluktuacje gestosci ulegaja samorzutnemu nasileniu.
Uktad taki ulegnie rozpadowi na dwie fazy o r6znych gestosciach: ciecz oraz par¢. Uktady jednorodne (jednofazowe)
stabilne mechanicznie moga istnie¢ w stanach odpowiadajacych opadajacym fragmentom izotermy: na lewo od
punktu C w fazie o duzej gestosci 1 matej Scisliwosci (ciecz) oraz na prawo od punktu D w fazie o matej gestosci

1 duzej Scisliwosci (para). Stabilno$¢ mechaniczna nie jest jednak warunkiem wystarczajacym dla rownowagi trwate;.



K — punkt krytyczny

T>T,

. T:Tk

i

V

m

Z obserwacji doswiadczalnych wynika, ze sprezajac izotermicznie par¢ (7 < T}), po przekroczeniu pewnego
ci$nienia (punkt B) nastgpuje stopniowa zamiana pary w ciecz przy niezmieniajacym si¢ cisSnieniu.

Uktad przechodzi przez stany dwufazowe ilustrowane poziomym odcinkiem B-A. W punkcie A konczy si¢
przejscie fazowe, cata para zostaje zamieniona w ciecz. W celu uzyskania rzeczywistej izotermy, fragment A-B
izotermy van der Waalsa nalezy zastapi¢ odcinkiem poziomym. Wartos$¢ ciSnienia w czasie przejscia ciecz-gaz,

a tym samym lokalizacj¢ punktow A 1 B na izotermie, mozna wyznaczy¢ stosujac tzw. konstrukcje Maxwella.
Zbior punktow A 1 B wszystkich izoterm 7 < T} wyznacza lini¢ stanowiaca granic¢ obszaru wspotistnienia faz.

W szczegblnych warunkach mozliwe jest osiagnigcie przez parg stanOw odpowiadajacych odcinkowi B-D, a przez
ciecz stanOw z zakresu A-C. Stany te s3 stanami metastabilnymi.

Szczegotowy opis przejs¢ fazowych zostanie przedstawiony na dalszych wyktadach.



p/bar

Izotermy van der Waalsa dla H,O

Posta¢ matematyczna [zotermy skorygowane na obecnos¢
rOwnowagi ciecz—para.
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Rysunki z T. Hofman ,,Wyktady z Termodynamiki technicznej i chemicznej”.



Hipoteza odpowiedniosci stanow

Jezeli wprowadzimy zamiast zmiennych V,,, p , T nastgpujace parametry zredukowane:
w=V |V . w=plp, T=TIT,
to rOwnanie van der Waalsa przyjmie postac:

3
Tl'+72
w

Bw—1]=87

Rownanie to nie zawiera zadnych wielkosci charakteryzujacych substancje.
Wynika stad, ze:

Jesli dwie rozne substancje maja jednakowe wartoSci dwoch parametrow zredukowanych,
to wartoSci trzeciego parametru zredukowanego tez beda jednakowe.

Stwierdzenie to jest nazywane zasada stanow odpowiadajacych sobie lub tez

hipoteza odpowiednioS$ci stanow. Ma ono charakter ogélny i oznacza, ze rGwnanie stanu
wyrazone przez parametry zredukowane f (Tr , W, T) =0 jest rownaniem stanu dla wszystkich
substancji.

Kazde rOwnanie stanu, ktore zawiera tylko dwa wspolczynniki charakteryzujace substancje
spelnia tg zasade.

W rzeczywistosci zasada stanOw odpowiadajacych sobie spelniona jest tylko w przyblizeniu
dla grupy gazéw ztozonych z czasteczek niepolarnych.



Rownanie van der Waalsa a dane doswiadczalne

Przewidywania iloSciowe rOwnania van der Waalsa r6zniga si¢ istotnie od danych do§wiadczalnych:

 Dla danej substancji wspotczynniki a 1 b w rownaniu van der Waalsa sg state, niezalezne od temperatury.
Aby uzyskaé poprawny opis przebiegu rzeczywistych izoterm, nalezy dobierac r6zne wartosci tych
wspolczynnikéw w zaleznosci od temperatury.

» Wartos$¢ wspotczynnika krytycznego van der Waalsa jest stata dla wszystkich substancji 1 wynosi 0.375.
W rzeczywistosci wielkos¢ ta zalezy od rodzaju substancji i jest na ogét mniejsza.

- 3. -1 PV
Substancja T, [K] Py [atm] V.. [cm”mol ]

RT,

Hel 52 2.26 57.8 0.306
Wodor 33.24 12.8 65 0.305
Azot 126.25 33.54 90.1 0.292
Tlen 154.78 50.14 78 0.308
CO, 304.19 72.85 94.04 0.274
H,O 647.3 218.39 56 0.230
Rteé 1460 + 30 1640 + 50 48 ~0.65
Lit 3200 £ 600 680 66 ~0.17

» Molowa objetos¢ krytyczna gazu van der Waalsa wynosi V,,, = 3b.
Dla gazow rzeczywistych wielkos¢ ta jest zblizona do ~ 2b.

wspotczynnik
krytyczny



Inne rownania stanu gazow rzeczywistych

a

TV?

m

Rownanie Berthelota:

p+ (Vm—b): RT

W réwnaniu Berthelota cisnienie wewnegtrzne zalezy od temperatury. WartoS¢ wspotczynnika
krytycznego jest taka sama jak dla rownania van der Waalsa i wynosi 0.375, co nie jest zgodne
z doswiadczeniem. ROwnanie to nieco lepiej opisuje wlasnosci gazow rzeczywistych przy
niskich cisnieniach 1 temperaturach 7> T}, .

Roéwnanie Dietericiego:

RT
Vb

a

RTV

b= exp

Wartos¢ wspotczynnika krytycznego wynosi 0.271 1 jest blizsza danym doswiadczalnym.
Rownanie Dietericiego lepiej niz rOwnanie van der Waalsa opisuje gazy przy umiarkowanych
wartosciach cisnienia.



Inne rédwnania stanu gazow rzeczywistych

Rownanie Clausiusa:

p+————|[V, -b|=RT
TV, +c|
gdzie: 27R2T2
a=
64p,
RTk
b:mG_i
4pk
3RTk
c= -V .
8p,

Jest to proste trojparametryczne rOwnanie stanu. ROwnania tego nie mozna przedstawic
w postaci zredukowanej, niezaleznej od wartosci parametrow a, b, c. Nie jest zatem zgodne
z hipoteza odpowiadajacych stanow.



Roéwnanie stanu ciat statych i cieczy

Zmiana objetosci ciat statych 1 cieczy w pierwszym przyblizeniu zalezy linilowo od zmian
temperatury 1 ciSnienia.

Rozwijajac funkcje V =V|(T, p| w szereg Taylora wokét punktu T=T, i p=p,
z doktadnoscia do wyrazéw liniowych otrzymujemy:

oV oV

V=V +
op

[ T-T,|+
pP=p,

gdzie VOZV(TO,pO).
Uwzgledniajac definicje wspotczynnika objetosciowe) rozszerzalnosci termicznej o
oraz wspotczynnika Scisliwosci izotermicznej K :

|p—p,
TZTO

V=V, [1+0(0(T—T0)_Ko(p_p0”

Wartosci V,, a , K, wyznacza si¢ doSwiadczalnie dla wybranego stanu referencyjnego 7T, , p,
np. dla warunkéw normalnych.



W praktyce obserwacje rozszerzalnosci ciat prowadzone sa zazwyczaj przy statym cisnieniu p,,
(ciSnieniu atmosferycznym), wowczas:

V=V, |1+, T-T,||

W przypadku ciat statych interesowac nas moze rozszerzalnos¢ liniowa.
Zmiany dlugosci nastepujace przy zmianie temperatury opisujemy w analogiczny sposob:

L=L 140, |T-T,|

gdzie o, jest wspotczynnikiem rozszerzalnosci liniowe;.

Jezeli cialo jest jednorodne i1 izotropowe to V~L? azatem o=3x I

Substancja a [109K]
woda 210
etanol 1101

rtec 182
parafina 760
grafit 6.0
diament 3.9

aluminium 69
ztoto 42.6

porcelana 9.0

Wartosci wspotczynnika rozszerzalnosci

objetosciowej w temperaturze 20 °C dla
wybranych substanc;i.



Innego rodzaju rownania stanu

Dielektryki

Dla wielu materialow polaryzacja elektryczna P (elektryczny moment dipolowy na jednostke
objetosci) jest proporcjonalna do natgzenia zewngtrznego pola elektrycznego E , gdy nie jest ono
zbyt silne. Typowe réwnanie stanu dielektryka liniowego ma postac:

gdzie a, b sa parametrami doSwiadczalnymi.

Paramagnetyki

W substancjach paramagnetycznych polaryzacja magnetyczna M (magnetyczny moment dipolowy
na jednostke objetosci) jest wynikiem dziatania zewnetrznego pola magnetycznego H.

W osrodkach paramagnetycznych liniowych, polaryzacja magnetyczna jest proporcjonalna do
natg¢zenia pola magnetycznego 1 odwrotnie proporcjonalna do temperatury bezwzgledne;

(prawo Curie):

M=_H
T

gdzie c jest stalag empiryczna.



